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Uvodem

Na druhém stupni zakladni Skoly jiZ maji Zaci pomérné bohaté znalosti z geometrie. Jednou

z oblasti, které se vénuji, jsou mnohouhelniky. Zakladnim stavebnim kamenem takovych
utvard jsou trojuhelniky. Ty se Zaci mimo jiné uci sestrojovat, poznavaji jejich vlastnosti,
hledaji jejich téZisté, opisuji i vepisuji kruznice a resi také nejriiznéjsi dlohy pocetniho
charakteru. Coz zahrnuje vypocet obvodu a obsahu, urcovani vysek, ahli a leccos dalsiho.
Nékteré trojuhelniky se pii provozovani téchto ¢innosti mohou zZaklim jevit jako ,uzivatelsky
privétivéjsi“ nez jiné.

Rovnostranny trojuhelnik

Mezi ,uZivatelsky piivétivé trojahelniky“ Zak zcela jisté zaradi trojahelnik rovnostranny se
stranami, jejichz délka je ve vhodné zvolené délkové jednotce prirozené ¢islo. Narysovat
takovy trojuhelnik je pro ného hracka.

Rovnostranny trojihelnik je v podstaté ,,dokonaly“ utvar oplyvajici mnoha pozoruhodnymi
vlastnostmi. Je to nejjednodussi pravidelny mnohothelnik, ve kterém jsou vSechny strany
stejné dlouhé, navic vSechny vnitini thly maji velikost 60° (na takovy dhel netreba hledat
uhlomér, vystacime s pravitkem a kruzitkem). Rovnostranny trojuhelnik ma celkem 3 osy
stied kruZnice opsané i vepsané splyvaji do jediného bodu. Rovnostranny trojihelnik je také
jednim ze tii pravidelnych utvart (spolu se ¢tvercem a pravidelnym Sestitihelnikem), kterymi
1ze beze zbytku vyplnit plochu (umoznuje tzv. teselaci - vyplnéni roviny pomoci bez
prekryvani a bez mezer.).

S rovnostrannymi trojihelniky se miizeme potkat doslova na kazdém
kroku. Napftiklad vystrazné dopravni znacky maji tento tvar, protoZe je
lidskym okem velmi rychle rozpoznatelny. NejznaméjSim prikladem je
patrné znacka ,Dej prednost v jizdé“.

Diky své stabilité je rovnostranny trojuhelnik pouzivan pro
konstrukci prihradovych nosnikd mostt ¢i jerabli. Atomy nékterych
prvki se uspoiadavaji do mrizek tvorenych rovnostrannymi
trojuhelniky, je to pro né zkratka energeticky nejusporné;jsi
varianta.

Z Sesti stejnych rovnostrannych trojuhelniki sloZime pravidelny
Sestithelnik, povrch pravidelného ¢tytsténu tvori ctyti shodné
rovnostranné trojuhelniky...

Rovnostranneé trojuhelniky ale umi ukazat i méné privétivou tvar. Problémy nastanou,
vstoupi-li do geometrického svéta zaka Pythagorova véta. Urcit presné vysku, polomér
vepsané Ci opsané kruznice a koneckoncti i obsah takového trojuhelniku vyzaduje opustit
mnozinu racionalnich ¢isel a vydat se do nepiivétivého az désivého ,iracionalna“.

Vyska rovnostranného trojuhelnika v, = g aajehoobsah § = \i—g a? prosté mnohym zakim
pripadaji jako prizraky z jiného svéta...
V nasledujicim textu se budeme zabyvat opravdu ,uzivatelsky privétivymi trojahelniky“, tedy

takovymi, u nichz nejen strany, ale i obvod a obsah lze vyjadrit pomoci prirozenych cisel.
Cekaji nas trojihelniky, pro néz se vzilo oznaceni pythagorejské a heronovské.



Pythagorejské trojuhelniky
Pythagorejsky trojuhelnik je pravouhly trojuhelnik, jehoZ délky stran jsou vyjadieny
prirozenymi cisly.

Nejznaméjsi pythagorejsky trojihelnik ma délky stran 3, 4, 5. Délky stran pythagorejského
trojuhelniku se ¢asto oznacuji jako pythagorejska trojice (x,y, z), kde z je délka prepony.

Pythagorejské trojuhelniky (x, y, z) nazyvame primitivni, jestliZe ¢isla x, y a z jsou nesoudélna,
neboli D(x,y,z) = 1.
Generovani pythagorejskych trojuhelniku
Samotni Pythagorejci pro konstruovani pythagorejskych trojihelnikt vyuZzivali vztaht
a=2p+1;b=2p?+2p;c=2p?+2p+ 1 (pro vSechna ptirozena &isla p).
Ukazme, Ze takto vytvoreny trojuhelnik je pravouhly:
a’? +b%2=2p+1)2+ (2p® +2p)?> = 4p? +4p + 1 + 4p* + 8p3 + 4p? =
=4p* +8p3 +8p?+4p+1
c2=0Q2p2+2p+1)2=4p* +4p3 +2p2 + 4p3 +4p* + 2p + 2p* +2p + 1 =
= 4p* + 8p> + 8p? + 4p + 1 = a? + b

Tento zplisob generuje, jak je z uvedenych vztahti patrné, pouze trojihelniky s preponou
o jedna delSi neZ je délka vétsi z odvésen, napriklad trojuhelniky (3, 4, 5) nebo (5, 12, 13).
Tyto a dalsi trojuhelniky lze snadno ziskat pomoci tabulkového procesoru. Prvnich dvacet
takovych trojuhelnikl zachycuje nasledujici tabulka.

p 2p +1 2p%+2p [2p’+2p +1
1 3 4 5
2 5 12 13
3 7 24 25
4 9 40 41
5 11 60 61
6 13 84 85
7 15 112 113
8 17 144 145
9 19 180 181

10 21 220 221

11 23 264 265

12 25 312 313

13 27 364 365

14 29 420 421

15 31 480 481

16 33 544 545

17 35 612 613

18 37 684 685

19 39 760 761

20 41 840 841




V Mezopotamii se ke generovani pravouhlych trojuhelnikt vyuzivaly vzorce:
a =m?—1; b = 2m; c = m? + 1 (pro viechna p¥irozena &islam > 1)
Zde je dlikaz funkc¢nosti vzorci jeSté kratsi:
a’?+ b =m*-1)?+0Cm)2=m*-2m?>+1+4m?> =m* +2m? + 1 = (m? + 1)%? = ¢?

Také v tomto pripadé vSak neobdrzime vSechny primitivni pythagorejské trojuhelniky, chybi
tifeba hned ten druhy (5, 12, 13). Vidime, Ze kromé prvniho trojuhelniku (3, 4, 5) je délka
nejkratsi strany vyjadiena vzdy sudym cislem a prepona je o dvé delsi, nez je délka vétsi
odvésny. Navic kazdy druhy trojuhelnik (pro m liché) ma vSechny strany sudé (soudélné),

a nejedna se tedy o primitivni pythagorejsky trojuhelnik. Ten vSak lze snadno odvodit
zKkracenim stran na polovinu. Tak ziskdme postupné vSechny trojihelniky vytvorené podle
postupu Pythagorejcti.

Trojuhelniky pro m < 20 uvadime v tabulce

m 2m m?-1 m2+1
2 4 3 5
3 6 8 10
4 8 15 17
5 10 24 26
6 12 35 37
7 14 48 50
8 16 63 65
9 18 80 82

10 20 99 101

11 22 120 122

12 24 143 145

13 26 168 170

14 28 195 197

15 30 224 226

16 32 255 257

17 34 288 290

18 36 323 325

19 38 360 362

20 40 399 401

Ani kombinaci obou vyse uvedenych postupt se nam ale nepodafi najit vSechny primitivni
pythagorejské trojuhelniky, neziskame tak napriklad trojuhelniky (33, 56, 65), (39, 80, 89),
(65, 72,97) a dalsi, u kterych je prepona o vice neZ dvé delsi nez vétsi odvésna.

Ziskat vSechny primitivni pythagorejské trojuhelniky neni ptitom viibec slozité. Staci vyuzit
vztahy a = u? — v%; b = 2uv; c = u? + v?,kde u a v jsou viechna prirozena ¢&isla, u > v. Vedle
primitivnich pythagorejskych trojihelnikl tak dostaneme i mnohé (vSechny?) dalsi.

Plati véta:
Kazdy primitivni pythagorejsky trojuhelnik (x, y, z), kde y je sudé Cislo, se da zapsat ve tvaru
x = m? —n?;y = 2mn; z = m? + n? kde m a n jsou nesoudélna prirozena ¢isla, m > n.

Diikaz provedeme v dalsi ¢asti textu.



Vlastnosti pythagorejskych trojahelnikd

Necht (x, y, z) je primitivni pythagorejsky trojuhelnik. Pak plati:
délky odvésen maji odlisnou paritu;

délka jedné odvésny je délitelna ctyrmi;

délka alesponi jedné odvésny je délitelna tiremi;

délka alespon jedné strany je délitelna péti.

Je slozité uvedené vlastnosti dokazat? Podivejme se, Ze nikoli. Pro¢ musi byt v primitivnim
pythagorejském trojuhelniku jedna odvésna lich4 a druha suda?

Je zfejmé, Ze obé odvésny nemohou byt sudé, pak by totiz suda byla i prepona a trojihelnik by
nebyl primitivni. UkaZme, Ze obé odvésny nemohou byt soucasné licha ¢isla.

Predpokladejme, Ze jsou a miizeme je vyjadrit ve tvarux = 2k + 1,y = 2l + 1, kde k,l € N.
Dostavame

x2=Qk+1)?>=4k*+4k+1=4k(k+1)+1

y2=QI+1)?=412+4l+1=4l(l+1)+1

ProtoZe jedno z &isel k a k + 1 musi byt sudé, dava &islo x? pii déleni osmi zbytek 1 a stejné
tomu je i u ¢fsla y2. Miizeme tedy psat x? = 8p + 1,y? = 8q + 1, kde p, q jsou pFirozena ¢isla.
Mélo by tedy platit: x2 + y2 =8p+8q +2 = 8(p + q) + 2 = z?, cozje &islo sudé o dvé vétsi
nez nasobek osmi. ProtoZe ale kaZzda druha mocnina je bud’ ¢islo liché, nebo je nasobkem Ctyft,
dostavame spor. Predpoklad, Ze obé odvésny jsou liché, tedy neplati.

Nyni dokazme vétu o konstruovani pythagorejskych trojuhelniki.

KaZzdy primitivni pythagorejsky trojuhelnik (x, y, z), kde y je sudé ¢islo, se da zapsat ve tvaru
x = m? —n?;y = 2mn; z = m? + n?, kde m an jsou nesoudélna prirozena ¢isla, m > n.

Pro primitivni pythagorejsky trojuhelnik (x, y, z), kde y je sudé ¢islo, plati, Ze x i z musi byt
diky nesoudélnosti s y ¢isla licha.

S vyuzitim vzorce pro rozdil druhych mocnin vyjadtime y? = z2 — x? = (z + x)(z — x), kde
(z + x)i(z — x) jsou Cisla suda (liché plus liché i liché minus liché davaji sudé ¢islo).

Mizeme tedy psat:
Z+x =2p,z—x = 2q, kde p a q jsou prirozena ¢isla takova, Zze p > q.
Sectenim téchto rovnic dostaneme z = p + g, odectenim x = p — q.

Nyni ukdZeme, Ze Cisla p a q jsou nesoudélnd. Pokud by totiZ méla spolecného délitele d > 1,
byl ¢islem d délitelny jejich soucet i rozdil a musela by obé délit soucasné také x a z.

ProtoZe ale d|x a d|z, pak také d|(z + x) a d|(z — x) a tedy d?|y?. Cisla x, y, z by tak ale byla
soudélna, coz je ale spor s predpokladem, Ze pythagorejsky trojuhelnik (x, y, z) primitivni.

Cislo y bylo zvoleno jako sudé ¢islo, mizeme tedy psat y = 2r a také y? = 4r% = 2p - 2q.

Odtud dostaneme r? = p - q a protoZe ¢isla p a q jsou nesoudélna, musi byt sama druhymi
mocninami. Existuji tedy nesoudélna prirozena ¢isla m a n takova, Ze m > n a plati:

p=m?q=n%r=mn
Po dosazeni dostaneme: x = p —q = m? —n%,y = 2r = 2rm,z =p + q = m? + n%. QED

Poznamka: Vétu nelze jednoduse obratit. Pokud jsou ¢isla m a n obé licha, dostavame
trojuhelnik se sudymi délkami stran, tedy pythagorejsky trojuhelnik, ktery neni primitivni.



Véta:

Necht (x,y, z) je primitivni pythagorejsky trojuhelnik. Pak je délka alespon jedné odvésny
délitelna ctyrmi.

Diikaz:

Vyjdeme z vyjadieni stran primitivniho pythagorejského trojuhelniku:

x = m? —n? y = 2mn; z = m? + n?, kde m a n jsou nesoudélna prirozena &isla, m > n.

ProtoZe m a n jsou nesoudélna ¢isla, nemohou byt obé suda. Nemohou byt ani soucasné

lich4, protoZe by pak x jako rozdil dvou lichych ¢&isel (x = m? — n?) muselo byt sudé, coZ neni
mozné, protoze odvésny maji opacnou paritu a druha odvésna je podle predpokladii suda

(y = 2mn). Je tedy jedno z Cisel m a n liché a druhé sudé. Z cehoz ovSem plyne, Ze délka
odvésny y = 2mn musi byt nasobkem ctyr. QED.

‘1\122?1}' (x,y,z) je pythagorejsky trojihelnik. Pak je délka alespon jedné odvésny délitelna
tremi.
Diikaz:
Predpokladejme, Ze ani jedna z odvésen x a y neni délitelna tfemi. Pak lze psat:
x =3k + 1,y =3l %1, pro néjaka prirozena Cisla k a L.
Vyjadiime z2 dostaneme:

z2=x>+y2=0CBk+1)?+@Bl+1)2=9k*+6k+1+901°+6l+1=
=33k%2+2k+312+20)+2

Vidime, Ze p¥i déleni z? tfemi vychazi zbytek 2, coz ale neni mozné. Pokud by z bylo délitelné
tfemi, musel by vyjit zbytek 0, v pripadé, Ze z tfemi délitelné neni, vyjde zbytek 1. CimZ se
dostavame do sporu s predpokladem, Ze ani jedna z odvésen x a y neni délitelna tiremi. QED.

Véta:
Necht (x,y, z) je pythagorejsky trojuhelnik. Pak je délka alespori jedné strany délitelna péti.

Dukaz:

Prirozené cislo n, které neni délitelné péti lze vyjadrit bud’ ve tvaru n = 5k + 1, nebo ve tvaru
n = 5k + 2, kde k je prirozené ¢islo. Pro druhou mocninu n mame dvé moznosti:

n? = (5k + 1) = 25k? + 10k + 1 = 5(5k? + 2k) + 1,

n? = (5k £ 2)* = 25k? + 20k + 4 = 5(5k* *+ 4k) + 4.
Vidime, Ze druhad mocnina piirozeného cisla, které neni délitelné péti, dava pri déleni péti dva
mozné zbytky: 1 nebo 4.
Uvazujme nyni trojici (x, y, z), ve které Zadné cislo neni délitelné péti. Varianty pro vSechny
mozné vysledky z? vyjadiime pro prehlednost tabulkou:

x*mod5 | y?*mod5 | (x?+y?) mod5 Vyhovuje z2 mod 57 Je to moZné?

Zbytek 2 nemiiZe pro ¢islo z2 nastat - spor.

Cislo z? je délitelné péti - spor.

Cislo z2 je délitelné péti - spor.

1
4
1
4

w| o] ©Of N

1
1
4
4

Zbytek 3 nemfiiZe pro &islo z2 nastat - spor.

Vidime, Ze v pythagorejském trojuhelniku tedy nemiiZe nastat situace, kdy Zadna strana neni
délitelna péti. QED.



Diisledkem vysSe uvedenych vét je napriklad tvrzeni, Ze obsah kazdého pythagorejského
trojuhelniku je délitelny Sesti.

Dalsi zajimava fakta o pythagorejskych trojuhelnicich uvedeme bez ditkazu:

e Existuje pouze konecny pocet pythagorejskych trojihelniki, kde x je dana délka
odvésny.

e Délky obou odvésen nemohou byt soucasné druhymi mocninami prirozenych cisel.

e Délky jedné z odvésen a délka prepony nemohou byt soucasné druhymi mocninami
prirozenych cisel.

e Neexistuje pythagorejsky trojuhelnik, ktery by mél za odvésny preponu a odvésnu
jiného pythagorejského trojuhelniku.

Nasledujici tabulka obsahuje nékolik prvnich pythagorejskych trojihelniki generovanych
vzorci a = m? —n?%; b = 2mn; ¢ = m? + n?.

m n a b c
2 1 3 4 5 Primitivni PT
3 1 8 6 10
3 2 5 12 13 Primitivni PT
B 1 15 8 17 Primitivni PT
4 2 12 16 20
4 3 7 24 25 Primitivni PT
5 1 24 10 26
5 2 21 20 29 Primitivni PT
5 3 16 30 34
5 < 9 40 41 Primitivni PT
6 1 35 12 37 Primitivni PT
6 2 32 24 40
6 3 27 36 45
6 < 20 48 52
6 5 11 60 61 Primitivni PT
7 1 48 14 50
7 2 45 28 53 Primitivni PT
7 3 40 42 58
7 < 33 56 65 Primitivni PT
7 5 24 70 74
7 6 13 84 85 Primitivni PT
8 1 63 16 65 Primitivni PT
8 2 60 32 68
8 3 55 48 73 Primitivni PT
8 < 48 64 80
8 5 39 80 89 Primitivni PT
8 6 28 96 100
8 7 15 112 113 Primitivni PT

Poznamka:

Nékteri védci se domnivaji, Ze uvedené vzorce znali jiz
v Mezopotamii. Hlinéna tabulka stara zhruba 3800 let
oznacovana jako Plimpton 322, obsahuje ¢iselné udaje,
které to naznacuji.

https://isaw.nvu.edu/exhibitions/before-
pythagoras/items/plimpton-322/



https://isaw.nyu.edu/exhibitions/before-pythagoras/items/plimpton-322/
https://isaw.nyu.edu/exhibitions/before-pythagoras/items/plimpton-322/

Pripomenme si nyni jednu ze zajimavych vlastnosti pravouhlych trojuhelniki:
Véta:
Pro kazdy pravouhly trojuhelnik s odvésnami a, b a pfeponou c je polomér 7, kruznice tomuto
trojahelniku vepsané:
a+b-—c
=

Tento vzorec vychazi ze znamého faktu, Ze te¢ny ke kruZznici sestrojené z vnéjSiho bodu
(v tomto piipadé z jednotlivych vrcholt trojihelniku) jsou stejné dlouhé. Zdivodnéni neni
vibec sloZité.

KdyZ do pravouhlého trojuhelniku vepiSeme kruznici, v rohu u pravého thlu vznikne maly
Ctverec o strané r,. Strany trojuhelniku pak miizeme rozdélit na iseky pomoci bodii dotyku:

Odvésna a se sklada z usektir, a (a — r;,), odvésna b z Gseki r;,, a (b — 1;,), pfepona c je potom
souctem Casti (a — r,) + (b — 1,,).

LEY

MuzZeme tedy psat: c=(a—n)+b-rn)
Pokud tuto rovnici upravime, dostaneme

c=a+b-—12rm
a+b—c

= >

Odtud také vyplyva nasledujici tvrzeni.

Véta:

V kazdém pythagorejském trojihelniku je polomér r, vepsané kruznice roven prirozenému
Cislu.

Priklady:

Trojuhelnik (3, 4, 5):

34+44—75
= T =1
Trojthelnik (5, 12, 13):
5412 —13
‘r'v = T =
Trojthelnik (8, 15, 17):
8+ 15— 17

Poznamka: Pokud zname pouze polomér kruznice vepsané (a je to pravé néjaké prirozené
¢islo), miZeme ziskat primitivni pythagorejsky trojuhelnik s timto polomérem pomoci vztahi,
které jizZ zname:

Odvésna a = 21, + 1;

odvésna b = 21,2 + 21;

Preponac = 21,2 + 21, + 1.

Pokud zname obsah trojuhelniku a jeho obvod (coZ v pripadé daného pythagorejského
trojuhelniku samozrejmé zname), je mozné z téchto idaji primo vypocitat polomér vepsané
kruznice. V kapitole vénované heronovskym trojuhelnikiim se k tomu jesté vratime.



Pythagorejské trojuhelniky generované Fibonacciho posloupnosti

Ke generovani pythagorejskych trojuhelniki miizeme také vyuzit Ctyti po sobé jdouci ¢leny
Fibonacciho posloupnosti f,,, f+1, fn+2 @ fne3, Ktera byla vytvorena na zakladé dvou zcela
libovolnych prirozenych ¢lent f; a f5.

Odvésny vypocteme pomoci vztahii: a= 2 fui1 fnszr b= fn* frna3
Pireponu pak lze ziskat vice zplisoby:

bud’ vyuZijeme vztah ¢ = f,, 45 * frez — fu * fns1, VZtah c = fn+12 + fn+22, nebo dalsi
alternativni vzorce ¢ = fnz + 2 for1 fora = fn+32 =2 fu+1 " foro-

Ze uvedené postupy plati, bychom plné dokazali matematickou indukci, zde se omezime na
ovéreni platnosti pro prvni ¢tyti ¢leny Fibonacciho posloupnosti. Nejprve ukazeme, Ze

c= fzz +f32 =f3-fa—f1[2
ProtoZze s =fi+ fhafy=fo+fz=f,+ fi+ [, = fi + 2f, mlZeme psat:
c= i+ =R+ R =RC+H A+ 2fife + f° = P+ 2fif, + 2f,°, ale také
fafi—fife =+ A +2R) - fifh = A2+ 2fifa + fife + 22 — fife = fi° + 2fifa + 2f5°

Nyni ukazeme, 7e a? + b? = (2£,£)% + (fif)? = (fi2 + 2ffs + 2£,7)" = c2.
a’+b* = 2f2f3)* + (fif)* = 4f22(f1 + f2)? +f12(f1 +2f,)* =
=412, 8RS+ ALY+ At AR5 T 4R 6 = At + 413 + 8262 + 8N + 4f,

¢ = (R°+2hf, +2£7) = A* + 4> f + 87" + 801 +4f,".
Véta:
Pro trojuhelnik vygenerovany pomoci ¢lend f,,, fn41, fns2 @ fns3 Fibonacciho posloupnosti tak,
ze a = 2fpi1fni2s b = fufnezs € = furafnes — fafnea plati:
) S = fo forr fovz fruess
b)o=2"fui2 furs;
0T = fo fas1-

Dikaz:
1 1
a) §S= Ea b= 5" 2 fos1 farz o ez = fafnseiSfarafoes

b) o=a+b+c=2f1fniat fufnez + farafnes — fufner =
= 2fne1furz + (o2 — fas ) frrs + frsafoes — fafasr =
= 2fns1fnrz T frvafnes = forifors + fovafnes — fafnir =
= 2fn+2fnz + 2fns1fniz = forifoes = fofnr =
= 2fn2fnes + 2fnei(n + fasd) = fuer U + 2fns1) — fafner =
= 2fns2fnes + 2fneifn + 2fniifoir = 2hnsifoir — fovifo — fufner = 2fniafnes



Q) 1 =5@@+b—0) =3 [2fusifnsz + fofurs — Fnszfurs = fofar)] =
= 2 @fusfasz + fufuss  fusafurs + fufars) =
= 2 2fus G fuen) + falha + 2 = ot fus) o+ 2fas) + fafars] =
= 2 [2fueafu + 2fues® + 2+ 2fufs — 2 = 2afaes ~ Fufars = Zhnas® + fufia] =
= 2 2fass = fufans

Pti generovani pythagorejskych trojuhelniki je samoziejmé nejjednodussi vyuZit prvni ¢tyfti
¢leny posloupnosti - pro prvni dva ¢leny zvolit libovolna prirozena ¢isla (nemusi byt riiznd) a
dva zbyvajici poté dopocitat.

V tabulkovém procesoru lIze velmi jednoduSe generovat ¢leny Fibonacciho posloupnosti i z ni
odvozené pythagorejské trojuhelniky. Také miizeme sledovat, jaké trojuhelniky obdrzime pro
rizné zvolené Ctverice ¢lend Fibonacciho posloupnosti.

V nasledujici tabulce vidime dvé ukazky Fibonacciho posloupnosti a pythagorejskych
trojuhelnikii generovanych ctverici jejich cleni (pocinaje f, = 1,2, 3, ..., 7). Zarovei vidime,
které z pythagorejskych trojuihelnikii jsou primitivni a které nikoli.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fa 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
odn = 1 2 3 4 5 6 7

a= 4 12 30 80 208 546 1428

b = 3 5 16 39 105 272 715

c= 5 13 34 89 233 610 1597
| primitivni | primitivni primitivni | primitivni primitivni

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fa 2 7 9 16 25 41 66 107 173 280
odn = 1 2 3 4 5 6 7

a= 126 288 800 2050 5412 14124 37022
b = 32 175 369 1056 2675 7083 18480
c = 130 337 881 2306 6037 15805 41378

| | primitivni | primitivni | ‘ primitivni ‘ primitivni ‘ |

Z tabulky je mimo jiné také dobte vidét, Ze po dvou primitivnich trojihelnicich prichazi vzdy
trojuhelnik, ktery je mozné redukovat. Pokud se nad tim zamyslime, snadno nahlédneme, Ze
po dvou lichych ¢lenech Fibonacciho posloupnosti nasleduje ¢len sudy, nasledovany opét
dvéma lichymi. Je-li f;, Cislo sudé, pak musi byt sudé i obé odvésny a = 2f,, 11 fn+2. b = fufnss
a diky tomu i prepona. Zadame-li jako prvni dva ¢leny Fibonacciho posloupnosti ¢isla suda,
pak pochopitelné Zadné primitivni pythagorejské trojuihelniky neobdrzime.

9000

Kuriozita na zavér
o~ 2625
Vite, Ze je mozné poskladat ¢tverec z péti pythagorejskych i
trojihelniki? A Ze veSkeré pokusy sloZit ¢tverec z méné nez péti 6560
pythagorejskych trojuhelnikd skonéily nezdarem? 22 N /s | 6575
5600 3400

10



Heronovskeé trojuhelniky

Heron Alexandrijsky (zvany Méchanikos) byl starovéky matematik a
vynalezce. Zil v letech 10-70 n. 1. v Alexandrii, kde piisobil v proslulém
Museiu, coZ byla po nékolik staleti nejvyznamné;jsi starovéka badatelska
instituce. Soucasti tohoto centra tehdejsi védy byla také proslula
alexandrijska knihovna.

Heron se zabyval problémy z matematiky, mechaniky, optiky a dalSich
oblasti fyziky. Jednim z plodii jeho prace je prosluly Herontiv vzorec:

Obsah obecného trojuhelniku ABC se stranami délek a, b, ¢ 1ze urcit pomoci vzorce

S=\/s(s—a)(s—b)(s—c),kdes=%(a+b+c).

Vzorec Heron publikoval a také (pomérné slozité) dokazal v knize Métrika. O Sest stoleti
pozdéji zformuloval indicky matematik Brahmagupta podobny vzorec pro vypocet obsahu
tétivovych ctyruhelniki (¢tyruhelniky, kterym Ize opsat kruznici), Heroniiv vzorec je jeho
limitnim pripadem pro délku jedné ze stran ¢tyithelniku zkracujici se k nule.

Heronovské trojuhelniky nazyvame trojihelniky, jejichZ strany maji celociselné délky a
zaroven celociselny obsah.

Heronovsky trojuhelnik s délkami stran x, y a z budeme znacit [x; y; z].
Definice:

Necht' k je prirozené Cislo, [kx; ky; kz] a [x; y; z] jsou heronovské trojuhelniky. Trojihelnik
[x; v; z] se nazyva redukovany heronovsky trojtihelnik.

Heronovské trojuhelniky [x; y; z] nazyvame primitivni, jestliZe ¢isla x, y a z jsou nesoudélna,
neboli D(x,y,z) = 1.

Mezi heronovské trojuhelniky patfi samozrejmé vSechny pythagorejské trojuhelniky.
Heronovské trojuhelniky v§ak mohou byt nejen pravouhlé, ale také ostrouthlé nebo tupouhlé.
Pokud najdeme dva pythagorejské trojuhelniky se stejnou odvésnou, miizeme je snadno
vytvorit. Napriklad z trojuhelniki (9, 12, 15) a (5, 12, 13) lze vytvorit ostrotuhly heronovsky
trojuhelnik (13, 14, 15) a tupouhly heronovsky trojuhelnik (4, 13, 15).

/ 5
5 9 4

Obsah ostrouhlého trojihelniku je 52—12 + 9'2—12 = 84 a tupouhlého 9'2—12 — 52—12 = 24.

11



Véta:
Obvod kazdého heronovského trojuhelniku je sudé cislo.
Diikaz:

DokazZme vétu sporem. Piredpokladejme, Ze obvod néjakého heronovského trojuhelniku je
liché cislo, tedy bud’ jsou vSechny tfi jeho strany liché, nebo jsou dvé sudé a jedna licha (tu
miiZeme bez jmy na obecnosti oznacit a.

V obou pripadech by pak ¢isla (a + b+ ¢),(b+c—a),(a+c—b)a(a+ b — c) bylataké
licha. Ve vyrazu pro obsah takového trojuhelniku by pak pod odmocninou

_ a+b+c b+c—a a+c—b a+b—c
B 2 2 2 2

ale nevychazelo celé ¢islo a ani obsah by pak nemohl byt celé Cislo, trojuhelnik by tedy nemohl
byt heronovsky, coz je spor. Obvod heronovského trojuihelniku je tedy vzdy sudy.

Disledek véty:
KaZdy primitivni heronovsky trojihelnik ma dvé strany liché a jednu sudou.
Véta:

Rovnoramenny heronovsky trojuihelnik, ve kterém a = b, ma treti stranu ¢ sudé délky a vyska
na tuto stranu v, je ptirozené cislo.

Dukaz:

Jestlize a = b, potom s = %(a +a+c)=a+ § Protoze obvod kazdého heronovského
trojuhelniku je sudé ¢islo, polovina obvodu musi byt ¢islo prirozené. Proto i % musi byt
prirozené cislo a cislo ¢ sudé.

Dale dokaZeme, Ze vySka v, je pfirozené Cislo. RozepiSme sudé Cislo ¢ jako ¢ = 2¢,

- , 1 25 25 _ S . v vy
Obsah trojuhelniku § = 5C " Ve, tedy v, = iy kde obsah S i ¢, jsou ptirozena cisla.
14 P

Pro vy3ku rovnoramenného trojtihelniku z Pythagorovy véty plyne v, = \/a? — c,?, pficemz
plati, Ze v, je racionalni ¢islo (feSime heronovsky trojuhelnik).

Nyni spojime obé vyjaddieni v, a poté obé strany rovnice umocnime:

5 S
Ve = |a% —cp? =—
Cp
SZ
2 2 2
v =a" —c =
c 14 sz

. : y v e Mt . S% ., v .
ProtoZe vyraz a® — c,%je rozdilem dvou piirozenych ¢isel, je také — Cislo prirozené. To ale
14
znamend, Ze &islo c,? déli beze zbytku &islo S, tedy ¢,%|S2. To je ale mozné pouze, kdyZ c,|S.

Odtud vidime, Ze vyska v, je prirozené cislo. QED.

Véta (bez diikazu):

Trojuhelnik je heronovsky tehdy a jen tehdy, kdyz je kombinaci dvou pythagorejskych
trojuhelnikii podle spolecné odvésny, nebo je redukovanym heronovskym trojuhelnikem
z kombinace pythagorejskych trojihelnikii.
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Generovani heronovskych trojuhelnikd

Pro generovani heronovskych trojuhelniki existuji rtizné metody. Jednou z moZnosti je vyuZit
vétu nazyvanou Carmichaelova poucka:

Trojuhelnik s celociselnymi stranami délek a, b, c¢ je heronovsky tehdy, jsou-li délky stran
vyjadreny vztahy
(m —n)(k? + mn)
a =

7 )
b= m(k? +n?)
—g
_ n(k? +m?)
c=—

kde d,k,m,n € N,m > n ad je libovolny délitel vSech citateld.

Tato metoda vygeneruje trojuhelniky nejen heronovské, ale také pythagorejské. Pouze ¢ast
z nich je primo primitivnich, mnohé je tfeba na primitivni jesté redukovat.

Z nasledujicich tabulek, ve kterych jsme vyuzili nejvétsiho spolecného délitele d citateldq, je
vidét, ze prehled generovanych trojuhelniki je znacné chaoticky.

Heronovské trojuhelniky pro k = 1:

k m n (m-n)k*+mn)| m{k’*+n?) |n(k>+m? NSD a b c S p/h
1 2 1 3 4 5 1 3 4 5 6 | pyth
1 3 1 8 6 10 2 4 3 5 6 | pyth
1 3 2 7 15 20 1 7 15 20 42 her
1 4 1 15 8 17 1 15 8 17 60 pyth
1 4 2 18 20 34 2 9 10 17 36 her
1 4 3 13 40 51 1 13 40 51 156 her
1 5 1 24 10 26 2 12 5 13 30 pyth
1 5 2 33 25 52 1 33 25 52 330 her
1 5 3 32 50 78 2 16 25 39 120 her
1 5 4 21 85 104 1 21 85 104 420 her
1 6 1 35 12 37 1 35 12 37 210 pyth
1 6 2 52 30 74 2 26 15 37 156 her
1 6 3 57 60 111 3 19 20 37 114 her
1 6 4 50 102 148 2 25 51 74 300 her
1 6 5 31 156 185 1 31 156 185 930 her
Heronovské trojuhelniky pro k = 2:
k m n (m-n)k*mn)| m(k*n?) |nk>+m? NSD a b c S p/h
2 2 1 6 10 8 2 3 5 4 6 | pyth
2 3 1 14 15 13 1 14 15 13 84 her
2 3 2 10 24 26 2 5 12 13 30 pyth
2 4 1 24 20 20 4 6 5 5 12 her
2 4 2 24 32 40 8 3 4 5 6 pyth
2 4 3 16 52 60 4 13 15 24 her
2 5 1 36 25 29 1 36 25 29 360 her
2 5 2 42 40 58 2 21 20 29 210 pyth
2 5 3 38 65 87 1 38 65 87 1140 her
2 5 4 24 100 116 4 6 25 29 60 her
2 6 1 50 30 40 10 5 3 4 6 pyth
2 6 2 64 48 80 16 4 3 5 6 pyth
2 6 3 66 78 120 6 11 13 20 66 her
2 6 4 56 120 160 8 7 15 20 42 her
2 6 5 34 174 200 2 17 87 100 510 her
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Heronovské trojuhelniky pro k = 3:

k m n | (m-n)k*+mn)| m(k*+n?) |n(k*+m?) | NSD a b c s p/h
3 2 1 11 20 13 1 11 20 13 66 | her
3 | 3 1 24 30 18 6 4 5 3 6 | pyth
3 | 3 2 15 39 36 3 5 13 12 30 | pyth
3 | a4 |1 39 40 25 1 39 40 25 468 | her
3 [ a2 34 52 50 2 17 26 25 204 | her
3 [ a3 21 72 75 3 7 24 25 84 | pyth
3 | s 1 56 50 34 2 28 25 17 210 | her
3 | s 2 57 65 68 1 57 65 68 1710 | her
3 | 5 | 3 48 90 102 6 8 15 17 60 | pyth
3 | 5 | a 29 125 136 1 29 125 136 1740 | her
3 |6 [ 1 75 60 45 15 5 4 3 6 | pyth
3 |6 | 2 84 78 90 6 14 13 15 84 | her
3 | 6 | 3 81 108 135 27 3 4 5 6 | pyth
3 | 6| 4 66 150 180 6 11 25 30 132 | her
3 ] 6 | 5 39 204 225 3 13 68 75 390 | her
Heronovské trojuhelniky pro k = 4:
k m n | (m=n)k**+mn)| m(k*n? |n(k>*+m? | NSD a b c S p/h
4 | 2 1 18 34 20 2 9 17 10 36 | her
4 | 3 1 38 51 25 1 38 51 25 456 | her
4 | 3 2 22 60 50 2 11 30 25 132 | her
4 [ a1 60 68 32 4 15 17 8 60 | pyth
4 [ a2 48 80 64 16 3 5 4 6 | pyth
4 | a4 | 3 28 100 9% 4 7 25 24 84 | pyth
4 | s 1 84 85 41 1 84 85 41 1680 | her
4 | s 2 78 100 82 2 39 50 41 780 | her
4 [ 5| 3 62 125 123 1 62 125 123 3720 | her
4 [ 5] 4 36 160 164 4 9 40 41 180 | pyth
4 | 6 | 1 110 102 52 2 55 51 26 660 | her
4 | s | 2 112 120 104 8 14 15 13 84 | her
4 | 6 | 3 102 150 156 6 17 25 26 204 | her
4 | 6 | 4 80 192 208 16 5 12 13 30 | pyth
4 [ 6 | s 46 246 260 2 23 123 130 1380 | her
Heronovské trojuhelniky pro k = 5:
k m n | (m=n)k*+mn)| m(k’+n?) |n(k’+m?) | NSD a b c S p/h
5 2 1 27 52 29 1 27 52 29 270 | her
5 | 3 1 56 78 34 2 28 39 17 210 | her
5 | 3 2 31 87 68 1 31 87 68 930 | her
5 [ a1 87 104 41 1 87 104 41 1740 | her
5 | 4| 2 66 116 82 2 33 58 4 660 | her
s | 4| 3 37 136 123 1 37 136 123 2220 | her
5 | s 1 120 130 50 10 12 13 5 30 | pyth
5 | s 2 105 145 100 5 21 29 20 210 | pyth
5 | s 3 80 170 150 10 8 17 15 60 | pyth
5 | s 4 45 205 200 5 9 41 40 180 | pyth
s | e | 1 155 156 61 1 155 156 61 4650 | her
5 | 6 | 2 148 174 122 2 74 87 61 2220 | her
5 | 6 | 3 129 204 183 3 43 68 61 1290 | her
s | 6 | a 98 246 244 2 49 123 122 2940 | her
5 [ 6 | s 55 300 305 5 11 60 61 330 | pyth

A tak bychom mohli pokracovat dal...
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Specialni typy heronovskych trojuhelnikd

Nékteré heronovské trojuhelniky se vyznacuji neobvyklymi vlastnostmi a my se na dva takové
druhy podivame podrobnéji.

Konsekutivni heronovské trojuhelniky

Zvlastnim typem heronovskych trojuhelniki jsou takové, jejichz délky stran jsou tti po sobé
jdouci prirozena ¢isla. Cesky se zpravidla oznacuji jako konsekutivni heronovské trojuhelniky,
ve svété se vedle pojmenovani consecutive triangles nékdy pouziva termin super heronian
triangles.

OkamZité se nam vybavi trojuhelniky (3, 4, 5) a (13, 14, 15), ale zakonité se na mysl vkrade
otazka: Existuji jeSté néjaké dalsi a jak je pripadné zkonstruovat?

Nejprve si odvodime vzorec pro obsah konsekutivniho heronovského trojuhelniku.
Protoze v heronovském trojihelniku musi byt dvé strany liché a jedna suda, mzeme psat:
a =2k —1,b=2k,c =2k + 1, pro néjaké prirozené cislo k.

Polovi¢ni obvod trojdhelniku s = 3k je tedy Cislo prirozené. Dosazenim do Heronova vzorce
pro obsah dostaneme:

S=+/s(s—a)(s—b)(s —c) =+/3k(Bk — 2k + 1)(3k — 2k)(3k — 2k — 1) =
= /3k(k + Dk(k — 1) = k\/3(k2 - 1).
Nyni budeme hledat hodnoty k, pro které je vyraz /3(k? — 1) prirozené Cislo.

Vyraz pod odmocninou ozna¢me: 3(k? — 1) = y2.

Ziejmé 3|y? a tedy také 3|y. Oznaéme tedy y = 3u, kde u € N

3(k? —1) = y?

3(k? — 1) = 9u?
k? —1 =3u?

k? —3u® =1

ho preskocime. Podstatné je, Ze nasi rovnici vyhovuji hodnoty
ki=2,u;=1

a dalsi feseni ziskdme pomoci rekurentniho vyjadieni pron =1, 2,3, ...

kniq1 = 2k, + 3u,,

Upsqr = ky + 2u,.
Urceme tedy nékolik prvnich hodnot ¢isla k,, (a samoziejmé také potrebnych u,):

k,=2-243-1=7u,=2+2-1=4
k;y=2-74+3-4=26u3=7+2-4=15
ky=2-26+3-15=97,u,=26+2-15=56
ks =2-97+4+3-56 =407,us =97+ 2-56 = 235

DalSi vypocty ale jiz radéji svérime tabulkovému procesoru...
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Konsekutivni heronovské trojuhelniky (prvnich dvacet):

n k., u, a b c obvod obsah
1 2 3 4 5 12 6
2 7 13 14 15 42 84
3 26 51 52 53 156 1170
4 97 193 194 195 582 16296
5 362 723 724 725 2172 226974
6 1351 2701 2702 2703 8106 3161340
7 5042 10083 10084 10085 30252 44031786
8 18817 37633 37634 37635 112902 613283664
9 70226 140451 140452 140453 421356 8541939510
10 262087 524173 524174 524175 1572522 1,18974E+11
11 978122 1956243 1956244 1956245 5868732 1,65709E+12
12 3650401 7300801 7300802 7300803 21902406 2,30803E+13
13 13623482 27246963 27246964 27246965 81740892 3,21467E+14
14 50843527 101687053 101687054 101687055 305061162 4,47746E+15
15 189750626 379501251 379501252 379501253 1138503756 6,2363E+16
16 708158977 1416317953 1416317954 1416317955 4248953862 8,68605E+17
17 2642885282 5285770563 5285770564 5285770565 15857311692 1,20981E+19
18 9863382151 19726764301 19726764302 19726764303 59180292906 1,68505E+20
19 36810643322 73621286643 73621286644 73621286645 2,20864E+11 2,34697E+21
20 1,37379E+11 2,74758E+11 2,74758E+11 2,74758E+11 8,24275E+11 3,26891E+22

Z tabulky je patrné, jak rozméry konsekutivnich heronovskych trojihelniki velice rychle

rostou.

Témeér rovnostranné heronovské trojuhelniky

V tvodu naseho povidani o uzivatelsky privétivych trojuhelnicich jsme se vénovali nejprve
trojuhelnikiim rovnostrannym. Pti generovani konsekutivnich heronovskych trojuhelnikit
vidime, jak se s rostoucimi délkami stran ¢im dal tim vic bliZi rovnostrannym trojihelnikim.

V tabulkovém procesoru mizeme snadno prozkoumat, jaké vnitini thly tyto konsekutivni
heronovské trojihelniky maji a jak se pomér dvojnasobku vysky na nejdelsi stranu k délce

této strany postupné (a docela rychle) priblizuje k odmocniné ze tri.

Zatimco pro urceni vysky sestavime vzorec snadno, pro urceni velikosti thli je v tomto
piipadé potreba sahnout po ucivu stfedoskolském a vyuZzit Kosinovou vétu.

Coz miiZe napriklad vést ke vzorci: =DEGREES (ARCCOS ( (F3*F3+G3*G3-E3*E3) / (2*F3*G3))).

n a b c a(®) B(°) v () 2-v./c 2-v./c—V3
1 3 a4 5 36,869898 53,130102 90,000000 0,960000 -0,772051
2 13 14 15 53,130102 59,489763 67,380135 1,493333 -0,238717
3 51 52 53 58,109208 59,963279 61,927513 1,666073 -0,065977
4 193 194 195 59,489763 59,997363 60,512874 1,714241 -0,017810
5 723 724 725 59,863024 59,999811 60,137166 1,727269 -0,004781
6 2701 2702 2703 59,963279 59,999986 60,036735 1,730769 -0,001282
7 10083 10084 10085 59,990159 59,999999 60,009842 1,731707 -0,000344
8 37633 37634 37635 59,997363 60,000000 60,002637 1,731959 -0,000092
9 140451 140452 140453 59,999293 60,000000 60,000707 1,732026 -0,000025

10 524173 524174 524175 59,999811 60,000000 60,000189 1,732044 -0,000007

Tak jsme se pravé témér dostali k trojuhelnikiim rovnostrannym, coz ale, jak vime, neni to
pravé celoCiselné orechové. Zpét tedy k naSim uZivatelsky prijemnéjSim heronovskym
trojuhelnikiim...
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Perfektni heronovské trojuhelniky

Trojuhelnik, jehoZ obvod i obsah jsou vyjadieny stejnym prirozenym c¢islem, nazyvame
perfektni heronovsky trojihelnik.

Tyto trojuhelniky maji nékteré zajimavé vlastnosti.

Véta:

Polomeér kruZznice, ktera je vepsana perfektnimu heronovskému trojuhelniku, je vZdy roven 2.
Diikaz:

Vyuzijeme vyjadieni obsahu trojuhelniku
z jeho stran a poloméru vepsané kruZznice.
Kazdy trojuhelnik lze totiz rozlozit na tri
mensi, ve kterych vysku na stranu tvori
polomér vepsané kruZznice (viz obrazek).

Obsah takového trojihelniku lze tedy psat:

S=a'2rv+b'2rv+c.2rv=%rv(a+b+c). A
Pokud je obvod i obsah vyjadren stejnym cislem, které oznacime x, dostaneme:
1
X =5TyX

Odtud dostavame n, = 2. QED.

Neni bez zajimavosti, Ze perfektnich heronovskych trojihelnikd neni mnoho. Vedle
trojuhelniki (6, 8, 10) a (5, 12, 13), které jsou zaroven pythagorejskymi, 1ze najit uz pouze tri
dalsi (6, 25, 29), (7, 15, 20) a (9, 10, 17).

Heronovskeé trojuhelniky s celoiselnymi téznicemi

Mozna nékoho napadne nasledujici otazka: , Existuje heronovsky trojihelnik s celo¢iselnymi
téZnicemi?“

Dodnes nebyl nalezen Zadny takovy trojuhelnik a jedna se o jeden z dosud otevienych
problémil matematiky a teorie Cisel. Otazku, zda takovy trojuhelnik existuje, zpopularizoval ve
svych pracich o nevytreSenych problémech teorie ¢isel znamy britsky matematik Richard

K. Guy. VétSina matematické komunity se domnivj, Ze takovy trojuhelnik neexistuje (nékteri
matematici s nadsazkou tikaji, Ze takhle ,,dokonalé trojuhelniky“ jsou vzacné stejné jako
jednoroZci).

Ackoliv tri celoCiselné téZnice matematice stale vzdoruji, je znamo, Ze existuje nekonec¢né
mnoho heronovskych trojuhelnikii se dvéma celoc¢iselnymi téZnicemi. Nejmensi takovy
trojihelnik objevili Ralph Buchholz a Randall Rathbun v roce 1997. Ulohu Fesili pro dvé
racionalni téZnice a nasli trojuhelnik (26, 51, 73). Abychom dostali ¢isté celoCiselné hodnoty
pro strany, obsah i obé téZnice, staci jejich zakladni nalezeny trojuhelnik zvétsit faktorem 2,
dostaneme tak trojuhelnik (52, 102, 146).

A které téznice trojuhelniku (52, 102, 146) jsou praveé ty dvé celoCiselné? K vypoctu délek
téZnic v trojuhelniku zadaném stranami skvéle poslouZi Apolloniova véta.

Véta: Soucet ¢tvercii nad dvéma stranami trojihelnika je roven dvojnasobku souctu ¢tverce
nad polovinou treti strany a ¢tverce nad téZnici k této strané.

CoZ je, mirné receno, pro Zaka tercie ponékud désivé souvéti.
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TakZe vétu radéji vyjadiime vzorcem:

b+ c* = 2((%)

ze kterého po upravach dostaneme:

t =1\/2b2+2c2—a2
a 2 .

2
+ taz),

Ciselné hodnoty pro jednotlivé téZnice jsou:

1
ty = E‘/Z - 1022 + 2 - 1462 — 522 = 4/949

1
t =§\/2-1462+2-522—1022 =97

1
tC=§\/2-522+2-1022—1462 =35

Poznamka: Apolloniova véta pochazi od staroreckého matematika Apollonia z Pergy (zil
zhruba v letech 240-190 pt. n. 1) a je jednoduchym dtisledkem kosinové véty.

Heronovskeé trojuhelniky s vrcholy v mfizovych bodech

Nalezeni miiZovych bodi (souradnic s celymi ¢isly) pro vrcholy heronovského trojihelniku je
zajimavy geometricky problém. Uloha je vzdy fesitelnd, kazZdy heronovsky trojtihelnik lze
umistit do soustavy souradnic tak, aby jeho vrcholy leZely v mriZovych bodech.

Reseni takové tlohy ale nemusi byt tak jednoduché, jako naptiklad v pripadé trojihelniku
(13, 14, 15), kdy lze jednu stranu umistit na osu x nebo na osu y. Pokud v trojuhelniku ani
trojuhelniku nemiZe splyvat s osou a trojihelnik je treba ,naklonit“. MiZeme samoziejmé
rizné experimentovat se souradnicemi a pii FeSeni si pomahat nejriiznéjsSimi pythagorejskymi

vvvvvv

postupiim vyuzivajicim komplexni ¢isla nebo analytickou geometrii.

y y =
14 (0, 14) 25 C=1(18,24)
5
12
20
B = (21, 20)
15
8
14 30
29
6
10
(12, 5)
4
2 13 5
0,0
(0,0 h
2 0 2 4 6 8 10 12 14
0 5 10 15 20 25
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Priklady a ulohy
Priklad 1: Kolik existuje pythagorejskych trojuhelnikt s odvésnou délky 2 026?
Reseni: Pro vyhledani pythagorejskych trojtihelnik, kde jedna odvésna ma délku 2026,
pouZijeme vySe uvedené vzorce pro generovani trojic:
x =m? —n?;y = 2mn; z = m? + n?, kde m an jsou nesoudélna prirozena ¢isla, m > n.
ProtoZe 2 026 = 2 - 1 013, prichazeji v ivahu dvé moZnosti:

a) Prox = 2026 = m? —n?jem? —n? = (m + n)(,m — n) a fe$ime bud soustavu rovnic

m+n=2026

m—-n=1,
ktera ovSem nema feSeni v oboru prirozenych ¢isel (m = 1 013,5;n = 1 012,5),
nebo soustavu

m+n=1013
m-—n=2,
ktera ale také nema reSeni v oboru prirozenych ¢isel (m = 1 007,5;n = 1 005,5).
b) Proy = 2026 = 2mn dostaneme mn = 1 013, coZ nabizi jediné reSeni:
m=1013,n= 1.
Existuje tedy jediny pythagorejsky trojuhelnik s odvésnou 2 026. Druha odvésna ma délku
m? —n? =1013%2 — 12 = 1026 168 a preponoum? + n? = 10132 + 12 = 1 026 170.
Priklad 2: Je mozné, aby existovalo 2 026 rliznych pythagorejskych trojihelniki se stejnou
délkou prepony?
ReSeni: Vezméme soudin 2 026 ¢initelt: z = (32 4+ 1)(4% + 1)(5% + 1) ...[(2 026 + 2)% + 1].
Délky odvésen pro k = 3,4,5, ..., 2 028 pak zvolime takto:
k? -1 2k
K1 8k T e ”
ProtoZe pro vSechna k = 3,4,5,...,2 028 je
pro vSechna k = 3,4,5,...,2 028.

Xp =

VA
kZ2+1

prirozené Cislo, jsou i x; a yy, Cisla prirozena

Ovérme nyni, Ze x;.2 + v % = 7,2

L, (KRR =1\" 2k NP k*-2k+14+4k% , k+2kP+1,

X © +yp© = +( )Z= z° = z4 =z°.
k? +1 k? +1 (k2 +1)2 (k2 +1)2

JeSté je treba dokazat, Ze se mezi 2 026 takto vytvorenymi trojuhelniky nevyskytuji dva
shodné. Nejprve ukaZzme, Ze je vidy x, > yy:
k?—1 2k k*—-1-2k (k*-1)?-2 >0 k>3
K+l k2410 k241 ° k21 27 pIOk=
Ukazme dale, Ze jsou délky odvésen x; usporadané (x, < Xx;41): Xp41 — X =

C(k+1)?-1 k*-1 [(k+1)2—1]-(k2+1)—[(k+1)2+1]-(k2—1)Z

Xk — Yk =

T+ 12 +1° k24107 [(k+ D2 +1] (kZ+ 1) -
_(kK*+2k?) - (k*+1) — (k* +2k* +2) - (k* —1)  k®+5k*+2k* - (k®+k*—2)
B [(k+1D2+1] (k2 +1) Z= [(k+1D2+1]-(k2+1)
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_k6+5k4+2k2—k6—k4+2 4k* 4+ 2k? + 2

= >0
[(k+D2+1]-(k2+1) ~ [k+D2+1]-R2+D"
. . .y y _ k%-1 - _ kKP41-1-1
Poznamka: Pokud si vSimneme, Ze x;, = . Z lze psatjako x;, = 2 25 %2 mgo

nahlédneme platnost nerovnosti x;, < x;,; mnohem rychleji.

Priklad 3: RozloZ heronovsky trojihelnik (13, 20, 21) na dva pythagorejské a urci pomér
jejich obsaht.

Reseni: Ze zadanych stran vypocteme obsah a jednotlivé vysky:

1 1
s=z(a+b+c)=§(13+20+21)=27

S=4s(s—a)(s—b)(s—c) =+/27(27 - 13)(27 — 20)(27 — 21) =V27 - 14-7- 6 = 126

25 2-126 5
Va= 0 TT13 T U713
25 2-126 3
V==~ 123
25 2126
T T T ¢

Nalezena celociselna vySka v, = 12 je spole¢nou odvésnou pythagorejskych trojuhelniki.

Takové trojuhelniky se nabizeji Ctyri: (5,12, 13), (9, 12, 15), (12, 16, 20) a (12, 35, 37). My ale
hledame ty, co maji prepony o délkach 13 a 20. Vyhovuji tedy trojuhelniky (5, 12, 13) a (12,
16, 20).

5-12 1216

Si="—5—=30,5=——=9

S51:5,=30:96 =5:16.

Priklad 4:

Nejmensi nerozlozZitelny primitivni heronovsky trojuhelnik je (5, 29, 30)
s obsahem § = 72.

Je ziejmé, Ze vznikl redukci vétSiho, podobného heronovského trojihelniku.
Snadno se totiz miiZeme presvédcit, Ze vSechny vySky v tomto trojuhelniku
jsou racionalni.

Zaroven jsme ale postaveni pred problém: Z jakych pythagorejskych
trojuhelniki byl vytvoren plivodni neredukovany heronovsky trojihelnik?

5 30 29
Reseni: Nejprve opét vypocteme vysky daného primitivniho heronovského
trojuhelniku:
_25_2~72_284
eT G T 75 T
_25_2~72_428
T T 29 T Y29
28 2-72 4 5
V.= = —-= —_
¢ 30 5
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Nyni budeme hledat vétsi, podobny trojuhelnik takovy, aby alespon jedna jeho vyska byla
prirozené cislo. Vidime, Ze staci vSechny rozméry trojihelniku zvétsit pétkrat. Dostaneme tak

trojiihelnik (25, 145, 150) s vy$kouv,’ = 5 - 28 = 144.

Nyni musime najit dva pravouhlé trojihelniky se spole¢nou odvésnou 144 a s preponami 145
a 150 takoveé, aby rozdil jejich odvésen byl 25. ReSenim jsou nasledujici pythagorejské
trojahelniky - primitivni (17, 144, 145) a neprimitivni (42, 144, 150).

V trojuhelniku (25, 145, 150) mUZeme také vyuzit vysSku v,’ =5 - 4% = 24. Tak dojdeme

k rozkladu na dva primitivni pythagorejské trojuhelniky (7, 24, 25) a (143, 24, 145).

DalSi reSeni bychom pochopitelné obdrZeli v trojuhelniku s rozméry zvétSenymi 29krat, tedy
v trojuhelniku (145, 841, 870) s vyskou v;,” = 29 - 4% = 144. Opét budeme hledat dva

pravouhlé trojuhelniky se spolecnou odvésnou 144. Protoze vySka v}, leZi mimo trojihelnik,
musi se délky zbyvajicich odvésen liSit 0 841. ReSenim jsou v tomto pripadé nasledujici
pythagorejské trojahelniky - primitivni (17, 144, 145) a neprimitivni (858, 144, 870).

Poznamka k prikladu 4:

Rozhodnuti, zda je heronovsky trojuhelnik rozloZitelny na pythagorejské ¢i nikoli Ize také
svérit tabulkovému procesoru. O vytvoreni funkce HeronPythagor, kterd pro tfi zadana
prirozena cisla vypise, jaky typ trojihelniku ma piislusné strany, jsme pozadali ChatGPT.

V tabulce vidime vSechny moZné varianty vyhodnoceni zadanych hodnot:

a b c Vlastnosti trojuhelniku

13 20 21 Heronovsky a rozloZitelny

5 29 30 Heronovsky, ale nerozlozitelny
25 145 150 Heronovsky a rozlozZitelny

3 4 5 Pythagorejsky (primitivni)
10 8 6 Pythagorejsky (neprimitivni)
6 7 8 Neni heronovsky

2 5 7 Neni trojuhelnik

-2 5 7 Chyba: délky musi byt kladné
4 2,5 3 Chyba: musi byt cela cisla

5 7 Chyba: nediselny vstup

Prvni feSeni, které ChatGPT vytvoril, nefungovalo. Pfi prostudovani kédu se ukazalo, Ze doslo
ke shodnému oznaceni proménnych pro polovi¢ni obvod (s) a obsah (S) a bylo nutno na tuto
skute¢nost ChatGPT upozornit. V niZze uvedeném koédu si miizeme povSimnout upravenych
nazvi proménnych - polObvod aobsah.

Public Function HeronPythagor (a As Variant, b As Variant, c¢ As Variant) As String

If Not (IsNumeric(a) And IsNumeric(b) And IsNumeric(c)) Then
HeronPythagor = "Chyba: neciselny vstup"
Exit Function

End If

Dim x As Long, y As Long, z As Long

If a <> Int(a) Or b <> Int(b) Or ¢ <> Int(c) Then
HeronPythagor = "Chyba: musi byt celd ¢isla"
Exit Function

End If

X

Yy
Z

CLng (a)
CLng (b)
CLng (c)
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If x <= 0 O0r y <= 0 Or z <= 0 Then
HeronPythagor = "Chyba: délky musi byt kladné"
Exit Function

End If

' Setazeni stran vzestupné

Call Serad(x, y, 2z)

' Trojuhelnikov& nerovnost

If x + y <= z Then
HeronPythagor = "Neni trojuhelnik"
Exit Function

End If

v

' TEST PYTHAGOREJSKY

v

If x 2+ vy~ 2=z " 2 Then

If NSD(NSD(x, y), z) = 1 Then

HeronPythagor = "Pythagorejsky (primitivni)"
Else

HeronPythagor = "Pythagorejsky (neprimitivni)"
End If

Exit Function
End If

' TEST HERONOVSKY

Dim polObvod As Double
Dim obsah As Double

polObvod = (x + y + z) / 2
obsah = Sgr (polObvod * (polObvod - x) * (polObvod - y) * (polObvod - z))

If Abs (obsah - Int(obsah)) > 0.0000001 Then
HeronPythagor = "Neni heronovsky"
Exit Function

End If

' TEST ROZLOZITELNOSTI

If TestRozklad(x, vy, z, obsah) Or

TestRozklad(y, x, z, obsah) Or _
TestRozklad(z, x, y, obsah) Then

HeronPythagor = "Heronovsky a rozlozitelny"
Else

HeronPythagor = "Heronovsky, ale nerozloZitelny"
End If

End Function

Private Sub Serad(ByRef a As Long, ByRef b As Long, ByRef c As Long)
Dim t As Long
If a > b Then t =
If b > ¢ Then
If a > b Then t =
End Sub

o+
I
v oW
A O]
Il
oo
o Qo
I
+

Private Function NSD(a As Long, b As Long) As Long
Do While b <> 0
Dim t As Long

t =Db
b =a Mod b
a ==t
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Loop
NSD = Abs (a)
End Function

Private Function TestRozklad(a As Long, b As Long, c¢ As Long, obsah As Double) As Boolean

Dim v As Double
v = 2 * obsah / a

If Abs(v - Int(v)) > 0.0000001 Then Exit Function

Dim p As Double, g As Double
p =Sgr(b ~ 2 - v * 2)
g = Sgr(c ~ 2 - v * 2)

If Abs(p - Int(p)) < 0.0000001 And _
Abs (g - Int(g)) < 0.0000001 And

Abs(p + g - a) < 0.0000001 Then

TestRozklad = True
End If

End Function
Samotny rozklad libovolného rozlozitelného heronovského trojuhelniku na trojuhelniky
pythagorejské se nam zatim pomoci Al nepodafilo ziskat. Re$eni v Excelu vytvofena pomoci

ChatGPT nevedla k Zadnym hodnotam (alespon v fadu nékolika minut). Zda to bylo naroc¢nosti
algoritmu nebo se program nékde zacyklil, nevime.

Nékolik tabulek navic...
Jako bonus uved'me dvé tabulky celociselnych trojuhelniki s obsahem do 204.

a b c s o Vg Vp Ve NSD
3 4 5 6 12 4 3 2 2/5 Pythagorejsky trojuhelnik | 1
5 5 6 12 16 4 4/5 4 4/5 4 1
5 5 8 12 18 4 4/5 4 4/5 3 1
6 8 10 24 24 8 6 4 4/5 Pythagorejsky trojuhelnik | 2 |x (3, 4, 5)
4 13 15 24 32 12 3 9/13 3 1/5 1
5 12 13 30 30 12 5 4 8/13 Pythagorejsky trojihelnik | 1
9 10 17 36 36 8 7 1/5 4 4/17 1
3 25 26 36 54 24 2 22/25 2 10/13 1
7 15 20 42 42 12 5 3/5 4 1/5 1
10 10 12 48 32 9 3/5 9 3/5 8 2 |x(5, 5, 6)
10 10 16 48 36 9 3/5 9 3/5 6 2 |x(5, 5, 8)
9 12 15 54 36 12 9 7 1/5 Pythagorejsky trojihelnik | 3 |x (3, 4, 5)
10 13 13 60 36 12 9 3/13 9 3/13 1
8 15 17 60 40 15 8 7 1/17 Pythagorejsky trojuhelnik | 1
13 13 24 60 50 9 3/13 9 3/13 5 1
6 25 29 60 60 20 4 4/5 4 4429 1
11 13 20 66 44 12 10 2/13 6 3/5 1
5 29 30 72 64 28 4/5 4 28/29 4 4/5 1
13 14 15 84 42 12 12/13 12 11 1/5 1
10 17 21 84 18 16 4/5 9 15/17 8 1
7 24 25 84 56 24 7 6 18/25 Pythagorejsky trojahelnik | 1
8 29 35 84 72 21 5 23/29 4 4/5 1
12 17 25 90 54 15 10 10/17 7 1/5 1
4 51 53 90 108 45 3 9/17 3 21/53 1
12 16 20 96 48 16 12 9 3/5 Pythagorejsky trojihelnik | 4 |x (3, 4, 5)
8 26 30 96 64 24 7 5/13 6 2/5 2 |x(4, 13, 15)
15 15 18 108 48 14 2/5 14 2/5 12 3 |x(5, 5, 6)
15 15 24 108 54 14  2/5 14 2/5 9 3 |x(5 5, 8)
19 20 37 114 76 12 11 2/5 6 6/37 1
16 17 17 120 50 15 14 2/17 14 2/17 1
10 24 26 120 60 24 10 9 3/13 | Pythagorejsky trojihelnik | 2 |x (5, 12, 13)
17 17 30 120 64 14 2/17 14 2/17 8 1
16 25 39 120 80 15 9 3/5 6 2/13 1
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a b c ) o Vg Vp Ve NSD
13 20 21 126 54 19 5/13 12 3/5 12 1
15 28 41 126 84 16 4/5 9 6 6/41 1
5 51 52 126 108 50 2/5 4 16/17 4 11/13 1
11 25 30 132 66 24 10 14/25 8 4/5 1
18 20 34 144 72 16 14 2/5 8 8/17 2 |x(9, 10, 17)
6 50 52 144 108 48 5 19/25 5 7/13 2 |x(3, 25, 26)
15 20 25 150 60 20 15 12 Pythagorejsky trojuhelnik | 5 [x (3, 4, 5)
15 26 37 156 78 20 4/5 12 8 16/37 1
13 40 51 156 104 24 7 4/5 6 2/17 1
14 25 25 168 64 24 13 11/25 13 11/25 1
10 35 39 168 84 33 3/5 9 3/5 8 8/13 1
14 30 40 168 84 24 11 1/5 8 2/5 2 |x(7, 15, 20)
25 25 48 168 98 13 11/25 13 11/25 7 1
13 30 37 180 80 27 9/13 12 9 27/37 1
9 40 41 180 90 40 9 8 32/1m Pythagorejsky trojihelnik | 1
20 20 24 192 64 19 1/5 19 1/5 16 4 |x(5, 5, 6)
20 20 32 192 72 19 1/5 19 1/5 12 4 |x(s5, 5, 8)
12 55 65 198 132 33 7 1/5 6 6/65 1
17 25 26 204 68 24 16 8/25 15 9/13 1

A jesté jedna tabulka

Béhem naseho badani nas napadlo, Ze by bylo docela praktické mit prehlednou tabulku
(pouze) heronovskych trojuhelnikd, ve které budou vypsany prislusné trojice obsahujici jako
nejkratsi stranu postupné vSechna piirozena c¢isla od 3 do 100.

Tabulka je vygenerovana programem v Pythonu, vytvofeny pomoci Google Gemini.

Al se za sviij vytvor sama pochvalila: ,Kéd v Pythonu chytie vyuziva pravidlo o sudém obvodu
(aby zbytecné neprohledaval licha ¢isla) a pro kazdou nejkratsi stranu a (od 3 do 102) najde
zarucené ten trojuhelnik, ktery ma absolutné nejmensi mozny obvod. Zaroven obsahuje
vSechny pojistky: hlida trojuhelnikovou nerovnost, testuje primitivitu (nejvétsi spole¢ny
délitel je 1) a rovnou zahazuje vSechny pravouhlé (pythagorejské) trojuhelniky.“

Strana a | Strana b | Strana c | Obvod | Obsah
3 | 25 | 26 | 54 | 36
4 | 13 | 15 | 32 | 24
5 | 5 | 6 | 16 | 12
6 | 25 | 29 | 60 | 60
7 | 15 | 20 | 42 | 42
8 | 29 | 35 | 72 | 84
9 | 10 | 17 | 36 | 36
10 | 13 | 13 | 36 | 60
11 | 13 | 20 | 44 | 66
12 | 17 | 25 | 54 | 90
13 | 14 | 15 | 42 | 84
14 | 25 | 25 | 64 | 168
15 | 26 | 37 | 78 | 156
16 | 17 | 17 | 50 | 120
17 | 17 | 30 | 64 | 120
18 | 41 | 41 | 100 | 360
19 | 20 | 37 | 76 | 114
20 | 37 | 51 | 108 | 306
21 | 41 | 50 | 112 | 420
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22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76

61
123
37
29
35
29
65
29
101
68
53
34
61
44
61
39
65
41
51
51
185
61
65
85
75
250
85
122
69
52
61
53
149
84
61
65
65
68
73
74
123
169
111
65
175
85
75
113
95
447
85
73
145
86
85

61
130
37
36
51
52
89
40
125
87
75
65
75
75
65
52
87
50
77
58
221
68
87
104
109
267
91
123
73
53
87
56
175
125
75
68
119
109
91
87
125
218
145
66
221
116
77
140
101
476
85
96
213
97
105

25

144
276
98

90

112
108
182
98

256
186
160
132
170
154
162
128
190
130
168
150
448
172
196
234
230
564
224
294
192
156
200
162
378
264
192
190
242
236
224
222
310
450
320
196
462
268
220
322
266
994
242
242
432
258
266

660
1380
420
360
420
270
546
420
1008
930
720
264
1020
462
1080
720
1140
780
924
1020
2184
1290
1386
1872
1380
5640
2016
2940
1656
1170
1560
1260
3780
1848
1680
1710
924
1770
2184
2220
3720
3780
3360
1848
4620
2814
2310
3864
3192
14910
2772
2640
2556
3096
3192



77 | 123 | 130 | 330 | 4620
78 | 89 | 89 | 256 | 3120
79 | 183 | 212 | 474 | 7110
80 | 91 | 165 | 336 | 1848
81 | 113 | 130 | 324 | 4536
82 | 111 | 145 | 338 | 4524
83 | 85 | 164 | 332 | 1494
84 | 97 | 169 | 350 | 2730
85 | 93 | 116 | 294 | 3906
86 | 315 | 373 | 774 | 10836
87 | 100 | 143 | 330 | 4290
88 | 125 | 125 | 338 | 5148
89 | 99 | 100 | 288 | 3960
90 | 97 | 119 | 306 | 4284
91 | 115 | 116 | 322 | 4830
92 | 111 | 119 | 322 | 4830
93 | 181 | 212 | 486 | 8370
94 | 181 | 195 | 470 | 8460
95 | 159 | 178 | 432 | 7524
96 | 149 | 203 | 448 | 6720
97 | 97 | 130 | 324 | 4680
98 | 1201 | 1201 | 2500 | 58800
99 | 113 | 140 | 352 | 5544
100 | 115 | 123 | 338 | 5382
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