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Uzivatelsky privetivé trojuhelniky? Co co si pod tim predstavujeme?

Hleddame ,,dokonaly” Utvar oplyvajici mnoha zivot studentuv nekomplikujicimi vlastnostmi.

Vyznamnym adeptem by mohl byt trojuhelnik rovnostranny:
e vSechny strany stejné dlouhé, tri osy soumernosti;
e vnitrni Uhly o velikosti 60°, vystaCime si s pravitkem a kruzitkem;
e téziste, prusecik vysek, stred kruznice opsané i vepsané splyvaji do jediného bodu;
e jeden ze tfi pravidelnych utvaru (se ¢tvercem a pravidelnym Sestidhelnikem), kterymi
Ize beze zbytku vyplnit plochu;
e ze Sesti stejnych rovnostrannych trojuhelnikd slozime pravidelny Sestidhelnik;

e povrch pravidelného Ctyrsténu tvori Ctyri shodné rovnostranné trojuhelniky...

Ale ouhal!

.y , ., , 3 : 3
Vyska rovnostranného trojuhelnika v, = \/7_61 a jeho obsah § = \/T_az

Vyrazy s V3 mnohym zakdm pfipadaji jako pfizraky z jiného svéta...

Trojuhelniky rovnostranné musi chté nechté dat prednost v jizdé jinym...
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Pythagorejské trojuhelniky
Pythagorejsky trojuhelnik je pravouhly trojuhelnik, jehoz délky stran jsou vyjadreny
prirozenymi Cisly.
Délky stran se ¢asto oznacuji jako pythagorejska trojice (x, y, z).
Nejznaméjsi trojice (3, 4, 5), (6, 8, 10), (5, 12, 13), (8, 15, 17), ...

Pythagorejské trojuhelniky (x, y, z) nazyvame primitivni, jestlize Cisla x, y a z jsou
nesoudélna, neboli D(x, y, z) = 1.

Nékteré zajimavé vlastnosti primitivnich pythagorejskych trojuhelniku:

e délky odvésen maji odliSnou paritu,

» délka alespon jedné odvésny je déelitelna tremi,

* délka jedné odvesny je délitelna ctyrmi,

* délka alespon jedné strany je délitelna péti,

* obsah kazdého pythagorejského trojuhelniku je délitelny Sesti (dusledek predchoziho).

DalSi zajimavé vlastnosti uvedeme pozdéji...
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Pythagorejskeé trojuhelniky podle Pythagorejcu

Pythagorejské trojuhelniky generovali Pythagorejci takto: p 2p+1 | 2p°+2p |2p°+2p +1
1 3 4 5
* a=2p+1, 2 5 12 13
« h — 92 3 7 24 25
b = 2p“ + 2p, 4 9 40 41
e ¢ = 2p?+ 2p + 1, (pro véechna pfirozena &isla p). 5 11 60 61
. e .. 6 13 84 85
Jednoduchy dukaz (pro tercii): = T 5 113
2 2 2 2 2 8 17 144 145
a“+ b =Q2p+ 1)+ 2p°+ 2p)° = : I = o
= 4p% +4p + 1 + 4p* + 8p3 + 4p? = 10 21 220 221
a4 3 2 11 23 264 265
=4p” +8p° +8p” +4p +1 12 25 312 313
2 2 2 13 27 364 365
c*=2p°+2p+1)° = 14 29 420 421
= 4p* + 4p3 + 2p° +4p3 + 4p* + 2p+ 2p* + 2p + 1 = 15 31 480 481
4 3 2 2 2 16 33 544 545
=4p* +8p> +8p“+4p+1=a“+ b~ 17 35 612 613
Dostavame pouze trojuhelniky s pfeponou o jedna delsi nez 13 3; 323 gii
je délka vétsi z odvésen. 20 a1 340 841
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Pythagorejské trojuhelniky v Mezopotamii

Pythagorejské trojuhelniky generovali Babyldriané takto: m 2m m'-1 | m’+1
2 2 4 3 5
ca=m"—1; 3 6 8 10
e b=2m; 4 8 15 17
5 10 24 26

* ¢ =m? + 1, (pro vechna pfirozenad &isla m > 1). 6 12 35 37
o .. p 7 14 48 50
Dukaz je jednoduchy... 2 T = =
Dostavame pouze trojuhelniky, kde prepona je o dve delsi, 9 18 80 82
7 je délka vétsi odvésn = 20 2 o
nez jc de Y- 11 22 120 122
Kazdy druhy trojuhelnik (pro m liché) neni primitivni, 12 24 143 145
po zkraceni stran na polovinu vsak ano => = 26 168 179
14 28 195 197

=> vSechny trojuhelniky vytvorené postupem Pythagorejc 15 30 224 226
16 32 255 257

Stale ale chybi spousta primitivnich pythagorejskych 17 34 288 290
trojuhelnikd, napf. (33, 56, 65), (39, 80, 89), (65, 72, 97). 18 36 323 325
19 38 360 362

20 40 399 401
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Pythagorejskeé trojuhelniky — nejlepsi metoda

Véta:
oo o » ) m | n a b ¢ |nasobek
Kazdy primitivni pythagorejsky trojuhelnik (x, y, z), > 1 1 3 2 = L Iprimitivei PT
kde y je sudeé Cislo, se da zapsat ve tvaru 3| 1 8| 6|10 2
x = m? — n?; y =2mn; z = m? + n?, 3 | 2 > | 12 | 13 1 Pr!m!t!vn[PT
_ - 4 | 1 | 15 8 | 17 1 | Primitivni PT
kde m a n jsou nesoudélna prirozena Cisla, m > n. 21 21121 18 | 20 4
Dk Sty? 4 | 3 7 | 24 | 25 1 |Primitivni PT
ukaz vety: 51 1|24 10 | 26 2
Kdyz nam zbyde trocha casu... 512121 |20 | 29 1 |Primitivni PT
C e L - /o 5] 3116 | 30 | 34 2
Vedle pr|m|t-|vn|ch |c,>ytha§orejskych trOJuheVInlku tak 5 | 4 o | a0 | a1 R
dostaneme i mnohé dalsi, zdaleka ale ne vsechny. 51 1135 | 12 | 37 1 |Primitivni PT
Chybi napriklad ... 6 1232|2440 8
6| 3127 | 36 | 45 9
(9,12,15), (15,36, 39), (24, 45,51), ... 5 4| 20 | 48 | 52 4
_nihoda? 65| 5] 11 | 60 | 61 1 |Primitivni PT
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Pythagorejské trojuhelniky — historické okénko

Obsahuje hlinéna tabulka (stara zhruba 3800 let)
oznacovana jako Plimpton 322 naSe vzorce?

x =m? —n?y=2mn;z=m?+n?

pro m a n nesoudélna prirozena cCisla, m > n.
* Tabulka pochazi nejspise z nelegalnich vykopavek,
* pojmenovana po sbérateli Georgu Plimptonovi,

e odr. 1936 v knihovné Columbia University (NY),

* Ciselné udaje zahrnuji mj. pythagorejské trojice,
* M. Becvarova, J. Vesely: Plimpton 322 — prelomovy objev?

e spory o smyslu, vzniku a obsahu tabulky pokracuiji...
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Pythagorejské trojuhelniky generovane Fibonacciho posloupnosti

Uvazujme Fibonacciho posloupnost generovanou libovolnymi prirozenymi Cleny f; a f.

Pouzijeme libovolné Ctyri po sobé jdouci cleny :

Odvesny: a=2:foe1 fnr2r b= o fras

Pfrepona: C= fns2 ez — Jn - fne1 (existujiijiné moznosti)

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

fn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
odn = 1 2 3 4 5 6 7

a = 4 12 30 80 208 546 1428

b = 3 5 16 39 105 272 /15

c= 5 13 34 89 233 610 1597

primitivni | primitivni primitivni | primitivni primitivni
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Pythagorejské trojuhelniky generované Fibonacciho posloupnosti (2)

Pro takto generované trojuhelniky plati:

* Obsah S = fi* fut1" fnr2 fness
* Obvod 0 = 2" fy.2" fn+s
* Polomér vepsané kruznice 1,= f,, * fn+1-

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fa | 9 16 25 41 66 107 173 280
odn = 1 2 3 4 5 6 7
a = 126 288 800 2050 5412 | 14124 | 37022
b = 32 175 369 1056 2675 7093 | 18480
Cc = 130 337 881 2306 6037 | 15805 | 41378
primitivni | primitivni primitivni | primitivni

Mame opravdu nadherné dukazy téchto tvrzeni, ale nevejdou se nam ani na okraj...
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Pythagorejske trojuhelniky generované Fibonacciho posloupnosti (3)

Co Ize napriklad vycist z tabulky:

e Zadanim sudych hodnot f; a f, neobdrzime zadné primitivni trojuhelniky (zfejmé),
e po dvou primitivnich trojuhelnicich prichazi vzdy trojuhelnik, ktery lze redukovat.
Jak to lze vysvetlit?

* Po dvou lichych clenech Fibonacciho posloupnosti nasleduje vzdy clen sudy,

e Je-li f,, sudé, pak jsou sudé obé odvésny a = 2f,,.1fn+2, b = [f,fn+3 i pfepona.
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
odn = 1 2 3 4 5 6 7
a = 4 12 30 80 208 546 1428
b = 3 5 16 39 105 272 715
c = 5 13 34 89 233 610 1597
primitivni | primitivni primitivni | primitivni primitivni
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K dalSim zajimavym skutecnostem se dostaneme za chvili...
Existuji Ctverce, které Ize slozit z péti PT.
Pokusy slozit Ctverec z méné nez péti PT skoncCily nezdarem.

Pythagorejskeé trojuhelniky — dalsi zajimave vlastnosti

Existuje pouze konecny pocet PT, kde x je dana délka odvésny.
Délky obou odveésen nemohou byt soucasné druhymi mocninami prirozenych Cisel.

Délka jedné z odvésen a délka prepony nemohou byt soucasné druhymi mocninami
prirozenych Cisel.
Neexistuje PT, ktery by mél za odvésny preponu a odvésnu jiného PT.

9000

Kdo se to na nas prisel podivat?
Pan Heron Alexandrijsky.
Dale pokraCujme s nim... 5600 3400
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Heronovskeé trojuhelniky — Uvod

* Heron Alexandrijsky (zvany Méchanikos) — starovéky matematik a vynalezce.
 Zilvletech 10-70 n. |. v Alexandrii, pGsobil v proslulém Museiu.
e Soucasti tohoto centra tehdejsi vedy byla také alexandrijska knihovna.

 Heron se zabyval problémy z matematiky, mechaniky, optiky a dalSich oblasti fyziky.

 Heron mimo jiné publikoval a dokazal vzorec pro obsah trojuhelniku.

* Herondv vzorec S = /s(s —a)(s — b)(s — ¢), kde s = %(a + b + ¢).

Heronovské trojuhelniky nazyvame trojuhelniky, jejichZz strany maji celoCiselné délky a zaroven
maji celocCiselny obsah.

Poznamka: Mezi heronovské trojuhelniky patri samozrejmeé vsechny pythagorejské trojuhelniky.

Heronovskeé trojuhelniky vsak mohou byt nejen pravouhlé, ale také ostrouhlé nebo tupouhlé.

Heronovsky trojuhelnik s délkami stran x, y a z budeme znacit [x; y; z].
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Heronovskeé trojuhelniky

Definice: Necht' k je prirozené Cislo, [kx; ky; kz] a [x; y; z] jsou heronovské trojuhelniky.
Trojuhelnik [x; y; z] se nazyva redukovany heronovsky trojuhelnik.

Heronovsky trojuhelnik [x; y; z] nazveme primitivni, jestlize Cisla x, y a z jsou nesoudélna,
neboli D(x, y, z) = 1.

Pokud najdeme dva pythagorejské trojuhelniky
se stejnou odvésnou, mlUzeme je snadno vytvorit.

Spolecna odvésna — vyska v heronovském

13 12 15 12 13 15
Vyjdéme z trojuhelnikd (9, 12, 15) a (5, 12, 13):
» ostrouhly heronovsky trojuhelnik [13, 14, 15];
» tupouhly heronovsky trojuhelnik [4, 13, 15]. i
5 9 4

. iy o . 512 | 9-12 srsn 912 5-12
Obsah ostrouhlého trojuhelniku je —+- = 84 a tupouhlého T, =

24.
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Heronovskeé trojuhelniky — vlastnosti

Véta: Obvod kazdého heronovského trojuhelniku je sudé Cislo.

Duikaz (provedeme sporem):

Predpokladejme, ze obvod néjakého heronovského trojuhelniku je liché Cislo, tedy bud’
jsou vSechny tfi jeho strany liché, nebo jsou dvé sudé a jedna licha (tu mUzeme bez Ujmy
na obecnosti oznacit a.

Cisla(a+b+c),(b+c—a),(a+c—Db)a(a+b—rc)jsoupakviechna licha.
Ve vyrazu pro obsah takového trojuhelniku pod odmocninou nedostaneme celé Cislo.

B a+b+c b+c—a a+c—b a+b—-c
B 2 2 2 2

Ani obsah pak neni celé Cislo, trojuhelnik by tedy nemohl byt heronovsky, coz je spor.

Dusledek véty: Kazdy primitivni heronovsky trojuhelnik ma dvé strany liché a jednu
sudou.
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Heronovskeé trojuhelniky — vlastnosti

Véta: Rovnoramenny heronovsky trojuhelnik, ve kterém a = b, ma tfeti stranu ¢ sudé
délky a vyska na tuto stranu v, je pfirozené Cislo..

Dtikaz (v textu k prezentaci)...

Véta (bez dukazu): Trojuhelnik je heronovsky tehdy a jen tehdy, kdyz je kombinaci dvou
pythagorejskych trojuhelnik( podle spole¢né odvésny, nebo je redukovanym
heronovskym trojuhelnikem z kombinace pythagorejskych trojuhelniku.

Véta (bez dukazu): Pro polomér kruznice vepsané libovolnému heronovskému
trojuhelniku [a; b; c] plati:

S _2s
“(a+b+0)

1y, =

%(a+b+c)

Poznamka: Pravée uvedena véta plati pro kazdy trojuhelnik. Bude se nam hodit pozdéji...
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Heronovskeé trojuhelniky — generovani

Pro generovani heronovskych trojuhelnikd existuji rizné metody.

My vyuzili veétu nazyvanou Carmichaelova poucka:

Trojuhelnik s celoCiselnymi stranami délek a, b, c je heronovsky tehdy, jsou-li délky jeho
stran vyjadreny vztahy:

_ (m —n)(k? + mn) - m(k? + n?) L n(k? + m?)

d ’ d ’ d ’
kded,k,m,n € N,m > nad je libovolny délitel vSech cCitatelu.

Tato metoda vygeneruje trojuhelniky nejen heronovské, ale také pythagorejskeé.

Pouze Cast z nich je primo primitivnich, mnohé je tfeba na primitivni jesté redukovat.

a

Ke generovani heronovskych trojuhelniki jsme opét pouzili MS Excel.

Vytvorili jsme vice tabulek prok = 1,2,3 a 4.
Presto jsou tabulky ponékud chaoticke...
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Heronovskeé trojuhelniky — generovani

Heronovské trojuhelniky pro k = 1:

k m n | (m=n)k**mn)| m(k®+n? | nk’+m?) | NSD a b c S p/h
1 | 2 | 1 3 4 5 1 3 4 5 6 | pyth
1 | 3 | 1 8 6 10 2 4 3 5 6 | pyth
1 3 2 7 15 20 1 7 15 20 42 her
1 4 1 15 8 17 1 15 8 17 60 pyth
1 4 2 18 20 34 2 9 10 17 36 her
1 4 3 13 40 51 1 13 40 51 156 her
1 5 1 24 10 26 2 12 5 13 30 pyth
1 5 2 33 25 52 1 33 25 52 330 her
1 5 3 32 50 78 2 16 25 39 120 her
1 5 4 21 85 104 1 21 85 104 420 her
1 6 1 35 12 37 1 35 12 37 210 pyth
1 6 2 52 30 74 2 26 15 37 156 her
1 6 3 57 60 111 3 19 20 37 114 her
1 6 4 50 102 148 2 25 51 74 300 her
1 6 5 31 156 185 1 31 156 185 930 her

Evien Miiller, Julie Cepelkovd, Aneta Nekvindova, Maté&j Zamourfil (ZAG Hofice) UzZivatelsky privétivé trojuhelniky 17/32



Heronovskeé trojuhelniky — generovani

Heronovské trojuhelniky pro k = 2:

k m n | (m=n)k*+mn)| m(k’>+n®) |n(k’+m?) | NSD a b c S p/h
2 | 2 | 1 6 10 8 2 3 5 4 6 | pyth
2 3 1 14 15 13 1 14 15 13 84 her
2 3 2 10 24 26 2 5 12 13 30 pyth
2 4 1 24 20 20 4 6 5 5 12 her
2 4 2 24 32 40 8 3 4 5 6 pyth
2 4 3 16 52 60 4 4 13 15 24 her
2 5 1 36 25 29 1 36 25 29 360 her
2 5 2 42 40 58 2 21 20 29 210 pyth
2 5 3 38 65 87 1 38 65 87 1140 her
2 5 4 24 100 116 4 6 25 29 60 her
2 6 1 50 30 40 10 5 3 4 6 pyth
2 6 2 64 48 80 16 4 3 5 6 pyth
2 6 3 66 78 120 6 11 13 20 66 her
2 6 4 56 120 160 8 7 15 20 42 her
2 6 5 34 174 200 2 17 87 100 510 her
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Heronovskeé trojuhelniky — generovani

Heronovské trojuhelniky pro k = 3:

k m n | (m=n)k*+mn)| m(k*+n?®) |n(k*+m? | NSD a b c S p/h
3 2 1 11 20 13 1 11 20 13 66 her
3 3 1 24 30 18 6 4 5 3 6 pyth
3 3 2 15 39 36 3 5 13 12 30 pyth
3 4 1 39 40 25 1 39 40 25 468 her
3 4 2 34 52 50 2 17 26 25 204 her
3 4 3 21 72 75 3 7 24 25 84 pyth
3 5 1 56 50 34 2 28 25 17 210 her
3 5 2 57 65 68 1 57 65 68 1710 her
3 5 3 48 90 102 6 3 15 17 60 pyth
3 5 4 29 125 136 1 29 125 136 1740 her
3 6 1 75 60 45 15 5 4 3 6 pyth
3 6 2 84 78 90 6 14 13 15 84 her
3 6 3 81 108 135 27 3 4 5 6 pyth
3 6 4 66 150 180 6 11 25 30 132 her
3 6 5 39 204 225 3 13 68 75 390 her
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Heronovskeé trojuhelniky — generovani

Heronovské trojuhelniky pro k = 4:

k m n | (m=n)k**mn)| m(k®+n?) | nk*+m?) | NSD a b G S p/h
4 2 1 18 34 20 2 9 17 10 36 her
4 3 1 38 51 25 1 38 51 25 456 her
4 3 2 22 60 50 2 11 30 25 132 her
4 4 1 60 68 32 4 15 17 8 60 pyth
4 4 2 48 80 64 16 3 5 4 6 pyth
4 4 3 28 100 96 4 7 25 24 84 pyth
4 5 1 84 85 41 1 84 85 41 1680 her
4 5 2 78 100 82 2 39 50 41 780 her
4 5 3 62 125 123 1 62 125 123 3720 her
4 5 4 36 160 164 4 9 40 41 180 pyth
4 6 1 110 102 52 2 55 51 26 660 her
4 6 2 112 120 104 8 14 15 13 84 her
4 6 3 102 150 156 6 17 25 26 204 her
4 6 4 80 192 208 16 5 12 13 30 pyth
4 6 5 46 246 260 2 23 123 130 1380 her
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Perfektni heronovskeé trojuhelniky

Trojuhelnik, jehoz obvod i obsah jsou vyjadreny stejnym prirozenym cislem, nazyvame
perfektni heronovsky trojuhelnik. Tyto trojuhelniky maji nékteré zajimaveé vlastnosti.

Véta: Polomeér kruznice vepsané perfektnimu heronovskému trojuhelniku, je roven 2.

Duikaz: Vyuzijeme vyjadreni obsahu trojuhelniku
z jeho stran a poloméru vepsané kruznice.

Odvozeni je patrné z obrazku.

an, b-r, c'n 1
S = > + > + > =§rv(a+b+c). )

Pokud je obvod i obsah vyjadren stejnym Cislem,
které oznac¢ime x, dostaneme:

1
xzzrvx:n,:Z.
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Perfektni heronovskeé trojuhelniky

Perfektnich heronovskych trojuhelnikt neni mnoho.

Vedle trojuhelnikd (6, 8, 10) a (5, 12, 13), které jsou zaroven pythagorejskymi,
|ze najit uz pouze tri dalsi [6, 25, 29], [7, 15, 20] a [9, 10, 17].

(6,8,10):0 =24, S=./s(s—a)(s—b)(s—c) =+12(12 - 6)(12 — 8)(12 — 10) = 24

(5,12, 13): 0 = 30, S =./15(15 — 5)(15 — 12)(15 — 13) = /900 = 30

6,25, 29]: 0 = 60, S =./30(30 — 6)(30 — 25)(30 — 29) = /3 600 = 60

7,15,20]: 0 = 42, S =./21(21 — 7)(21 — 15)(21 — 20) = V1 764 = 42

9,10,17): 0 =36, S = \/18(18 —9)(18—-10)(18 —17) =+v1 296 = 36

Dale uz Ciselna hodnota obsahu vzdy prevysuje velikost obvodu...
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Konsekutivni heronovske trojuhelniky

Délky stran jsou trfi po sobé jdouci prirozena Cisla.

Napriklad trojuhelniky [3, 4, 5], [13, 14, 15] nebo [51, 52, 53] (s obsahem 1170).

Existuji jesté néjaké dalsi a jak je pripadné zkonstruovat?
Zkusme je najit...

Protoze v nasem trojuhelniku musi byt dvé strany liché a jedna suda, zkusme psat:
a=2k—1,b = 2k,c = 2k + 1, pro néjaké prirozené Cislo k.

Polovina obvodu trojuhelniku je s = 3k, coz je prirozené Cislo...

Obsah z Heronova vzorce je S = /3k(3k — 2k + 1)(3k — 2k)(3k — 2k — 1) =

= /3k(k + Dk(k — 1) = ky/3(k? — 1). To vypada slibné..
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Konsekutivni heronovske trojuhelniky

Nyni hledejme, pro jaka k je vyraz k\/B(k2 — 1) pfirozené dislo.

Vyraz pod odmocninou ozna¢ime:  3(k? — 1) = y*

ZFejmé 3|y?, a proto také 3|y. Oznaéme tedy y = 3u, kde u € N.

Dosadime za y a dojdeme k rovnici k* — 3u® = 1 (specidlni tvar tzv. Pellovy rovnice)
Rovnici vyhovuji hodnoty k; = 2,u; = 1, coz vede ke stranama = 3,b = 4,c = 5.

Dalsi feSeni ziskame z rekurentniho vyjadreni: k,,,., = 2k,, + 3u,, U1 = k,, + 2u,,.

k,=2-2+3-1=7u,=2+2-1=4 a=13,b = 14,c = 15
ks=2-74+3-4=26u3=7+2-4=15 a=51,b=52c=53
k,=2-26+3-15=97,u, =26+ 2-15 =56 a =193,b = 194,c = 195

Opét vhodna prilezitost vygenerovat si trojuhelniky v MS Excelu a ovérit jejich obsah.
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Konsekutivni heronovske trojuhelniky — prvnich dvacet

n k., un, a b C obvod obsah
1 2 3 4 5 12 6
2 7 13 14 15 42 84
3 26 51 52 53 156 1170
4 97 193 194 195 582 16296
5 362 723 724 725 2172 226974
6 1351 2701 2702 2703 8106 3161340
7 5042 10083 10084 10085 30252 44031786
8 18817 37633 37634 37635 112902 613283664
9 70226 140451 140452 140453 421356 8541939510
10 262087 524173 524174 524175 1572522 1,18974E+11
11 978122 1956243 1956244 1956245 5868732 1,65709E+12
12 3650401 7300801 7300802 7300803 21902406 2,30803E+13
13 13623482 27246963 27246964 27246965 81740892 3,21467E+14
14 50843527 101687053 101687054 101687055 305061162 4,47746E+15
15 189750626 379501251 379501252 379501253 1138503756 6,2363E+16
16 708158977 1416317953 1416317954 1416317955 4248953862 8,68605E+17
17 2642885282 5285770563 5285770564 5285770565 15857311692 1,20981E+19
18 9863382151 19726764301 19726764302 19726764303 59180292906 1,68505E+20
19 36810643322 73621286643 73621286644 73621286645 2,20864E+11 2,34697E+21
20 1,37379E+11 2,74758E+11 2,74758E+11 2,74758E+11 8,24275E+11 3,26891E+22
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Heronovske trojuhelniky s celoCiselnymi téznicemi

Dodnes nebyl nalezen zadny takovy trojuhelnik.

Problém zpopularizoval znamy britsky matematik Richard K. Guy

Patrné jsou takto dokonalé trojuhelniky podobné vzacné jako jednorozci.

Ale pozor! Co kdyz nam postaci dve celoCiselné téznice?

V tomto pripadeé uspéjeme.

Existuje nekone¢né mnoho heronovskych trojuhelnikli se dvéma celodiselnymi téznicemi.
Nejmensi takovy trojuhelnik objevili Ralph Buchholz a Randall Rathbun v roce 1997.
Ulohu Fesili pro dvé racionalni téznice a naéli trojuhelnik [26, 51, 73].

Pro dvé celoCiselné téznice staci zdvojnasobit délky stran => [52, 102, 146].

Zajima vas, které dvé téznice jsou prave ty celoCiselné?
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Heronovske trojuhelniky s celoCiselnymi téznicemi

K vypoctu téznic v trojuhelniku zadaném stranami skvele poslouzi Apolloniova véta.

,Soucet ¢tvercl nad dvéma stranami trojuhelnika je roven dvojnasobku souctu ¢tverce
nad polovinou treti strany a Ctverce nad téznici k této strané.” Uff! To zni pfimo désivé!

2
Radéji vyjadrime vétu vzorcem b? + ¢? = 2 ((g) -~ ta2>, ze kterého dostaneme:

1
t, = E‘/sz + 2¢2 — a2,

1
t, = E\/2 - 1022 +2 - 1462 — 522 = 44/949

1
t, = E‘/Z . 1462 + 2 - 522 —1022 = 97

1
t, = E‘/Z .522 + 2 - 1022 —1462 = 35.
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Heronovskeé trojuhelniky témer rovnostrannée

Poznamka: Apolloniova véta pochazi od staroreckého matematika Apollonia z Pergy
(Zil zhruba v letech 240-190 pf. n. |.) a je jednoduchym dusledkem kosinové veéty.

Kosinovou vétu jsme uzili v tabulce konsekutivnich heronovskych trojuhelniku.

Vypocty uhll vedly ke vzorci: =DEGREES(ARCCOS((F3*F3+G3*G3-E3*E3)/(2*F3*G3)))

n a b c o (%) B (°) v (°) 2-v./c |2-v./c—-V3
1 3 4 5 36,869898 53,130102 90,000000 0,960000 -0,772051
2 13 14 15 53,130102 59,489763 67,380135 1,493333 -0,238717
3 51 52 53 58,109208 59,963279 61,927513 1,666073 -0,065977
4 193 194 195 59,489763 59,997363 60,512874 1,714241 -0,017810
5 723 724 725 59,863024 59,999811 60,137166 1,727269 -0,004781
6 2701 2702 2703 59,963279 59,995986 60,036735 1,730769 -0,001282
7 10083 10084 10085 59,990159 59,995999 60,009842 1,731707 -0,000344
8 37633 37634 37635 59,997363 60,000000 60,002637 1,731959 -0,000092
9 140451 140452 140453 59,999293 60,000000 60,000707 1,732026 -0,000025

10 524173 524174 524175 59,999811 60,000000 60,000189 1,732044 -0,000007
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Heronovskeé trojuhelniky témeér rovnostrannée (konsekutivni)

n a b a a(°) B(°) v (°) 2-v./c [2:v. /c—V3
1 3 4 5 36,869898 53,130102 90,000000 0,960000 -0,772051
2 13 14 15 53,130102 59,489763 67,380135 1,493333 -0,238717
3 51 52 53 58,109208 59,963279 61,927513 1,666073 -0,065977
4 193 194 195 59,489763 59,997363 60,512874 1,714241 -0,017810
5 723 724 725 59,863024 59,999811 60,137166 1,727269 -0,004781
6 2701 2702 2703 59,963279 59,999986 60,036735 1,730769 -0,001282
7 10083 10084 10085 59,990159 59,999999 60,009842 1,731707 -0,000344
8 37633 37634 37635 59,997363 60,000000 60,002637 1,731959 -0,000092
9 140451 140452 140453 59,999293 60,000000 60,000707 1,732026 -0,000025

10 524173 524174 524175 59,999811 60,000000 60,000189 1,732044 -0,000007

Z tabulky lze vycist dve docela zajimave veci:

* Uhly se velice rychle pfibliZzuji k hodnoté 60°,

* pomer % se velice rychle priblizuje k hodnoté /3.
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Heronovské a pythagorejske trojuhelniky — priklady

Priklad 1: Kolik existuje pythagorejskych trojuhelniku s odvésnou délky 2 0267

Priklad 2: Je mozné, aby existovalo 2 026 ruznych PT se stejnou délkou prepony?

Priklad 3: Rozloz HT [13, 20, 21] na dva pythagorejské a urci pomér jejich obsahu.

Priklad 4: Nejmensi nerozlozitelny primitivni HT je [5, 29, 30] s obsahem § = 72.

Vznikl redukci vétsiho, podobného HT. Z jakych PT byl vytvoren pivodni neredukovany HT?

Tabulka ukazuje, jak pomoci MS Excelu
zjistit prislusné vlastnosti trojuhelniku.

Vytvoreni funkce HeronPythagor
obstaral ChatGPT.

Nalezeni rozkladu v Excelu se nam
zatim nepovedlo. Jesté uvidime...

Zkusili jsme to v Pythonu a program
vytvoreny Google Gemini se zacyklil.
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a b c Vlastnosti trojuhelniku

13 20 21 Heronovsky a rozlozitelny
5 29 30 Heronovsky, ale nerozlozZitelny
25 145 150 Heronovsky a rozlozitelny
3 4 5 Pythagorejsky (primitivni)
10 8 6 Pythagorejsky (neprimitivni)
6 7 8 Neni heronovsky

2 5 7 Neni trojuhelnik

-2 5 7 Chyba: délky musi byt kladné
4 2,5 3 Chyba: musi byt cela ¢isla
5 7 Chyba: neciselny vstup
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Tohle vlastné neni konec! Pokracovani priste...

Kazdy heronovsky trojuhelnik Ize umistit do soustavy souradnic tak, aby jeho vrcholy
lezely v mrizovych bodech.

V této souvislosti nas cCeka:

e Kombinovani a nataceni pythagorejskych trojuhelnikd,
* Pickova véta,

* goniometrie,

* reSeni problému pomoci komplexnich Cisel,

* rozklad komplexniho Cisla na Gaussova prvocisla,

 vyuziti skalarnich i vektorovych soucind...

Snad se toho nasi talentovani nezaleknou a s chuti se pusti do dalSiho studia.

Dékujeme za pozornost! A za dva roky (snad) na shledanou!
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